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Pontos na Grade: Introducao

Esta atividade apresenta aos alunos a Teoria de Ehrhart, uma area da matematica que aparece em
cursos avancados de faculdade, ou além, mas que, em sua esséncia, pode ser explorada e
compreendida sem a necessidade de conceitos particularmente avancados. A Teoria de Ehrhart trata-se
de contar os pontos de valor inteiro dentro de formas convexas. Um conceito simples, mas com
profundidade notavel e fascinante. Nesta atividade, os alunos pensaréo sobre isso em duas dimensdes,
usando quadros geométricos e considerando o numero de pinos dentro das formas.

A principal area da matematica em que essa atividade se enquadra € chamada combinatoria, que &
frequentemente definida como a matematica de contar coisas finitas (nesse caso, as “coisas” que
estamos contando sdo pontos de valor inteiro dentro de formas convexas). Uma das belas caracteristicas
da combinatéria é que os problemas combinatérios sao frequentemente relacionados a outros campos da
matematica e a teoria de Ehrhart, em particular, exige muito pensamento geométrico e algébrico. Além
disso, os padrdes para a pratica matematica sao de extrema importancia, pois os alunos reunem seus
conhecimentos de varias areas da matematica para resolver um problema complexo.

Aqui voceé pode encontrar uma lista de padrées em algebra, geometria
e praticas matematicas que provavelmente surgirdo durante a
atividade. Esta lista ndo é exaustiva, pois diferentes abordagens para
a atividade exigirdo ferramentas matematicas diversas.
; Independentemente do caminho escolhido, sera uma exploragéo
rigorosa e interdisciplinar.



https://docs.google.com/document/d/13F-RjEKmUduok9Yvx9SE4a2NKvixazxqE4NzXx4tGXI/edit?usp=sharing

Pontos na Grade: Introducao

Esta € uma atividade de trés partes: abertura, exploragao primariamente geométrica
de polinbmios de Ehrhart e exploracao primariamente algébrica deles, usando
sistemas de equacgdes. As trés partes podem ser usadas em sequéncia (para
aproximadamente uma semana de aula), ou vocé pode fazer a abertura e a primeira
exploragcao ao mesmo tempo e retornar para a segunda exploragcao mais tarde no
curso. Esta versao dividida da atividade pode ser especialmente relevante se vocé
estiver abordando sistemas de equagdes em seu curso.

Materiais

» Quadros geomeétricos e elasticos (recomendamos fortemente
quadros geométricos fisicos,

mas, se necessario, ha muitos aplicativos bons e gratuitos
para computadores ou tablets)

» Papel pontilhado (recomendado) ou papel quadriculado

* Lapis de cor ou marcadores




Pontos na Grade: Abertura

Mostre aos alunos a imagem do quadro geométrico no proximo slide. Pergunte o que
eles observam, que perguntas eles tém sobre as formas mostradas e pec¢a que
discutam sobre suas diferencas e semelhancgas.

Enquanto os alunos discutem, certifique-se de que eles notaram que todas as formas
contém exatamente 8 pinos e diferentes numeros de pinos "tocando o elastico". Este
pode ser um bom momento para esclarecer o que queremos dizer com pinos
"contidos" ou "dentro" de uma forma. Os termos "bordas" e "interior" podem ser uteis
para descrever os pinos que tocam o elastico e aqueles que ndo tocam. Em geral, na
atividade, quando falamos sobre os pinos dentro da forma, nos referimos tanto aos
que estao na borda, quanto aos que estao no interior.

Além disso, incentive-os a refletir como a forma verde é diferente das demais.
Enquanto eles discutem isso, introduza a linguagem da convexidade e sua definigao.
Uma forma é convexa se ela contém o segmento desenhado entre quaisquer dois de
seus pontos. Por exemplo, a forma verde nao é convexa, porque se vocé escolher
um ponto na parte inferior e outro em diregao a direita, o segmento de reta que vocé
desenhara entre eles ficara parcialmente fora da forma.

Compartilhe com os alunos que, nesta atividade, eles se concentrardo em explorar o
numero de pinos em formas convexas de diferentes tamanhos e que esta é a versao
bidimensional de uma area avancada da matematica, chamada Teoria de Ehrhart.




Pontos na Grade

« O que vocé observa e quais perguntas vocé tem sobre as formas acima?
» Como elas sao semelhantes e diferentes umas das outras?



Pontos na Grade: Sobre o Vocabulario

O vocabulario técnico pode ser util em sua precisdo, mas também pode atrapalhar quando os
alunos tentam expressar seus pensamentos. No proximo slide, vocé encontrara as definicdes de
alguns termos frequentemente usados na discussao da teoria de Ehrhart que, juntamente com
"borda", "interior" e "convexo", discutidos anteriormente, podem ajudar a evitar confusdes
enquanto os alunos trabalham nessa nova area. No entanto, ndo queremos que esses termos
dificultem a conversa. Apresente os termos, mas deixe os alunos usa-los conforme for util para
eles.

Com uma nova area e vocabulario novo, pode ser mais facil falarem sobre "pinos" ou "pontos" em
vez de "pontos de rede", e isso é aceitavel. Eles podem usar os termos mais formais quando isso
for ajuda-los, como dizer "pontos na borda", em vez de ter que explicar o que eles significam em
uma frase completa. Isso também pode ser util quando o0 modo de comunicagao assim exigir,
como, talvez, em um produto final onde vocé gostaria que sua linguagem fosse consistente com a
escrita académica da area.

4 N

|deia principal: introduzir o vocabulario é importante, mas nao é
mais importante do que os alunos sejam capazes de comunicar
suas ideias de um jeito que lhes seja eficiente.

\ /




Pontos na Grade: Sobre o Vocabulario

A Teoria de Ehrhart (em 2D) explora “o numero de pontos de rede em diferentes
dilatacdes de poligonos de rede convexos”. E muito vocabulario, mas vamos dividi-lo.

« Pontos de rede sao pontos cujas coordenadas sao valores inteiros. Entao, por
exemplo, (3,2, 5) nao € um ponto de rede, mas (1, 7) €. Podemos considerar cada
pino em um quadro geomeétrico como um ponto de rede.

 Poligonos de rede sao poligonos cujos vértices estao em pontos de rede. Entao, se
voceé fizer um poligono em um quadro geomeétrico, ele sera um poligono de rede.

» Dilatacdo refere-se ao poligono que resulta da escala de um
poligono original por um fator inteiro. Por exemplo, para o
quadrado unitario (em branco), vocé pode ver a segunda
dilatacao (em vermelho, com um fator de escala de 2) e a
quinta dilatacdo (em azul, com um fator de escala de 1).




Pontos na Grade: Dimensionamento e
Introducao aos Polindmios de Ehrart

Apresente as imagens do proximo slide do aluno. Pergunte o que
eles observam e quais perguntas eles fazem sobre as imagens.

Os alunos ja devem estar familiarizados com o dimensionamento
como uma transformacgdo, mas aproveite essa oportunidade de
discutir o que isso significa e como as formas crescem. Conte aos
alunos que chamamos essas formas maiores de dilatacbes das
formas originais. Portanto, a forma vermelha € a segunda
dilatacdo e a azul é a quinta dilatacao da forma branca.

Pergunte aos alunos o que eles observam sobre o numero de
pinos (ou pontos de rede) nas formas. Compartilhe com eles que
um dos principais (e surpreendentes!) teoremas da teoria de
Ehrhart diz que, para qualquer poligono de rede convexo, vocé
sempre pode encontrar um polinbmio que conta o numero de
pinos na enésima dilatacdo da forma. Por exemplo, o
polinbmio para o quadrado é:

L(n) =n%+2n + 1




Pontos na Grade: Dimensionamento e
Introducao aos Polindmios de Ehrart

L(n)=n%+2n + 1

Isso € chamado de Polinbmio de Ehrhart para a forma. Vocé pode pedir para os alunos
verificarem se o polinbmio de Ehrhart para o quadrado esta correto
(que L(1) = 4 e o quadrado branco tem 4 pinos, por exemplo) e tentar
descobrir por que esse € o polinbmio adequado.

Uma das abordagens que os alunos podem compartilhar
perceber que cada quadrado € uma matriz de pinos de (n+1) por
(n+1) e, portanto, o numero total de pinos € (n+1)?, ou fazer uma
tabela de quantidades (talvez, adicionando a terceira e a quarta
dilatacéo) e reconhecer os numeros quadrados.

Esta, provavelmente, sera a primeira vez que surgira um ponto de
discordia ao longo da atividade: quando vocé pensa sobre escala,
sao os comprimentos laterais que sao multiplicados pelo fator de
dilatacdo, ndo o numero de pinos. Por exemplo, uma linha de
comprimento 1 tem 2 pinos, sua terceira dilatacdo tem 4 pinos, nao
6. Talvez valha a pena discutir isso com eles.




Pontos na Grade

O que voceé observa e quais perguntas voceé faz
sobre as imagens acima®?



Pontos na Grade

L(n)=n*+2n + 1

onde n € o numero da dilatacao



Pontos na Grade: Explorando Dilatacoes

Conte aos alunos que a tarefa deles sera criar sua propria
forma, considerar suas dilatagcdes e encontrar seu polinbmio
de Ehrhart. Em duplas, pec¢a aos alunos que criem formas
convexas interessantes em seus quadros geomeétricos e
registrem algumas formas favoritas em papel pontilhado (ou
papel quadriculado, embora possa ser mais dificil ver os

"pinos" com as linhas do papel quadriculado). Pega que -
escolham uma forma e desenhem duas ou trés de suas - Dz
dilatacoes. "

Vocé pode propor uma discussao com toda a classe ou
sugerir que as duplas verifiquem com outra dupla como saber
se a dilatagao esta correta. Algumas ideias que podem surgir |
sdo de que as formas "parecem"” iguais; que as inclinagbes de | D3
cada linha na dilatacao correspondem as da linha original; ‘
que o comprimento das arestas € proporcional, etc.

N

Vocé pode encontrar uma versao .pdf do exemplo a direita
aqui



https://drive.google.com/file/d/1V38_jjJAVr0q8c4WyHmfIIPeNyjpfuI8/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1V38_jjJAVr0q8c4WyHmfIIPeNyjpfuI8/view?usp=sharing

Pontos na Grade: Encontrando Polinomios
de Ehrhart

Uma vez que as duplas estiverem convencidas de que suas dilatagdes estao corretas,
peca para elas tentarem encontrar o polindbmio de Ehrhart para as suas formas.

Esta € uma atividade dificil e ndo tem uma abordagem ideal unica, mas, no proximo
slide, vocé encontrara exemplos de algumas estratégias uteis que se resumem ao uso
de formas que sdo mais faceis de entender, como retangulos e tridngulos retangulos.
A medida em que os alunos comecam a encontrar os polinémios de Ehrhart para suas
formas, peca para que criem um poéster para compartilhar sua estratégia e o polinébmio
resultante na forma expandida (deve ser algo como L(n)= an? + bn + ¢), caso tenham
um. Coloque os pésteres ao redor da sala para que todos possam ver.




Pontos na Grade: Encontrando Polinomios
de Ehrhart

éxemplo 1: Este exemplo é altamente detalhado, incluindo uma explicagao de uma \
maneira de abordar triangulos retangulos.

Exemplo 2: Este exemplo mostra um rascunho inicial do trabalho, incluindo reflexdes
sobre formas que "se sobrepdéem" umas as outras.

Exemplo 3: Este exemplo apresenta um trabalho inacabado, incluindo a abordagem geral
Qo que eles precisam descobrir para encontrar seu polinébmio. /

Certifique-se de que os alunos tenham tempo suficiente para pensar sobre suas
abordagens. Se nao estiverem satisfeitos com seu progresso em uma forma, eles
devem se sentir a vontade para mudar para uma das outras formas que registraram,
Oou pensar em uma mais simples para comecgar (como um retangulo com um triangulo
retdngulo em um lado). No entanto, desde que sintam que seu esforco € produtivo,
nao tem problema se eles ndo encontrarem o polindbmio de Ehrhart para sua forma
especifica, pois ha muito a aprender no processo. Sobre fazer os posters, incentive-os
a compartilhar sua estratégia geral e onde estdo com dificuldades. O importante no
pOster € o pensamento deles, ndo necessariamente encontrar o polindmio
correspondente.


https://drive.google.com/file/d/1j73W1XqPN2uMhH56fnh9B-xDzJDrMXOB/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1V4a9SoGLH-BWoe0Ak3kkNeQUcjlbyJHQ/view?usp=drive_link
https://drive.google.com/file/d/1OaigaZnWNiZvDR-j7u7IwVHKpAxuM_Mz/view?usp=sharing

Pontos na Grade: Passeio na Galeria

Organize uma exposi¢cao onde os alunos possam passar um tempo observando as
diferentes abordagens das outras duplas. Enquanto isso, copie todos os polinbmios
que a turma encontrou no quadro. Depois que a exposicao terminar, pergunte aos
alunos, de forma geral, o que eles observaram. Discuta as varias abordagens
adotadas e as diferentes areas da matematica das quais eles tiveram que recorrer
para entender suas formas (tenham ou nao chegado a um polinbmio). Aqui esta uma
amostra de topicos que podem surgir:

Separando as
Formas +

. _ Plano de
Juntando-as
Coordenadas
Pontos na Generalizando
Padrodes
Formulas Grade .
de Area

Inclinado Divisao

Contando Equacdo de
uma reta Transformacdes



Pontos na Grade: Passeio na Galeria

Chame a atencao da classe para os polindmios no quadro. Pergunte se eles
observam algum padrao. Algumas coisas que eles podem notar sao que:

1. Todos os polinbmios sao de grau 2
2. Todos os polinbmios tém 1 como coeficiente final

Nenhum dos dois é coincidéncia. Ambos foram provados. Um teorema do
Ehrhart nos diz que, nao apenas os polindmios de Ehrhart sempre existem,
mas também que sdo sempre de grau correspondente a dimensao da forma.
Como estamos trabalhando em 2 dimensodes, todos os polinbmios sao
quadraticos. Além disso, € sabido que, independentemente da dimensao,
todos os polinbmios de Ehrhart tm 1 como coeficiente final.

Nota: Dependendo de como vocé deseja conduzir o resto da aula,
talvez ndo queira confirmar o segundo ponto pois, com essa
informacéao, eles trabalharao em sistemas de equagdes com duas
variaveis; sem essa informacao, terao trés variaveis.




Pontos na Grade: Encontrando Polinomios
de Ehrhart de Uma Nova Maneira

Converse com os alunos sobre como as abordagens que eles desenvolveram
funcionaram e que eram geralmente muito visuais, mas dificeis de implementar.
Compartilhe com eles que ha outra abordagem que vocé deseja apresentar, que
€ muito mais abstrata, mas aproveita o que eles sabem sobre polindmios.

Estavamos trabalhando com o entendimento de que os tedricos de Ehrhart
provaram que um polinbmio de Ehrhart sempre existe (0 que ja € surpreendente!
Isso significa que eles crescem de forma muito previsivel: sem logaritmos, sem
fatoriais, sem trigonometria necessaria para entender seu crescimento), mas é,
especificamente, um polinbmio cujo grau corresponde a dimensao da forma.
Como estamos em 2D, o polinbmio se parecera com ax?*+bx+1 e, portanto, so
precisamos descobrir o que a e b sao para cada caso.

/

Nota: Se, anteriormente, vocé decidiu ndo confirmar que c=1 para
todos os casos, vocé tera polinbmios que se parecem com f(x) =
ax2+bx+c aqui, levando a um sistema de trés equacgdes na
proxima etapa.

\J




Pontos na Grade: Encontrando Polinomios
de Ehrhart de Uma Nova Maneira

Observe que, mesmo que os alunos estejam familiarizados com a resolucao
de sistemas de equacodes, eles podem ficar confusos pelo fato de que os
coeficientes do polinbmio agora s&o as variaveis que eles estao resolvendo,
e L(n) e n sao informacgdes que eles podem encontrar escolhendo dilatagbes
especificas e contando os pontos de rede dentro delas.

Vocé pode dar aos alunos um tempo para
discutirem com seus grupos como usar seu
conhecimento de sistemas de equacdes neste
contexto, e debater isso com a classe. Em
seguida, dé aos alunos tempo para calcular seus
polinbmios com esta nova abordagem.

Vocé pode ver o exemplo correspondente a forma -
nos slides anteriores a direita e baixa-lo em
formato .pdf aqui.



https://drive.google.com/file/d/1Iy6M_OvRdSZvN15G1vvLx99bjbAnF5uv/view?usp=drive_link
https://drive.google.com/file/d/1Iy6M_OvRdSZvN15G1vvLx99bjbAnF5uv/view?usp=drive_link

Pontos na Grade: Reflexao

Assim que os alunos encontrarem seu polinbmio de Ehrhart, usando sistemas de
equacoes, discutam os seguintes pontos de reflexao:

Qual método vocés preferiram para encontrar o polinbmio de Ehrhart? Por
qué?

Quais sdo as vantagens e desvantagens de cada método?

Houve algo neste problema que vocés acharam inesperado ou
surpreendente?

Isso traz outras questdes que vocés gostariam de explorar em relacao as
formas e aos pontos de rede contidos nelas?

(O\
\ //

-
-



Pontos na Grade: Extensoes!

Aqui estao fatos adicionais sobre a Teoria de Ehrhart para uma exploragao mais aprofundada:

O teorema sobre polinbmios de Ehrhart existirem e serem do mesmo grau que a
dimensao da forma se aplica além de duas dimensdes. Vocé consegue pensar sobre o
que é o polinébmio de Ehrhart de um cubo? E sobre outras formas convexas 3D?

Vocabulario bénus: a generalizacao de poligonos convexos para qualquer dimensao é
chamada de politopo. Portanto, tanto quadrados quanto cubos sdo exemplos de politopos.

Conversamos sobre o coeficiente final do polinébmio de Ehrhart ser sempre igual a um,
mas também sabemos que o coeficiente lider corresponde ao volume (ou area, no caso
2D) da forma original sem dilatacdo. Vocé pode verificar isso nos poligonos com os quais
trabalhou? Isso te ajuda ou torna seu trabalho mais facil?

Na combinatéria, ha um conceito chamado reciprocidade combinatoria. Significa que, as
vezes, quando vocé tem um polindbmio que conta algo, vocé pode inserir numeros
negativos nele e ver se isso conta algo mais. No nosso caso, quando n é positivo, 0s
polinbmios de Ehrhart contam o niumero de pontos de rede na enésima dilatagao de um
polindbmio. Quando n é negativo, eles contam algo diferente sobre a forma. Vocé consegue
descobrir o que €7 (veja a nota invertida do préximo slide).



Pontos na Grade: Leitura Adicional

Benjamin Braun € um professor da Universidade de Kentucky, cuja pesquisa
envolve a Teoria de Ehrhart. Embora eu nao recomende a leitura de
dissertacoes de matematica, faco uma excecao para a dissertacao dele. O
primeiro capitulo de sua dissertacao traz uma discussao maravilhosamente
acessivel sobre a Teoria de Ehrhart em 2 dimensdes, com uma abordagem
um pouco diferente daquela que usamos nesta aula. Sugiro que deem uma
olhada e explorem além do capitulo 1, para ter uma ideia de como esta o
trabalho atual nessa area.

Esses sdo bem mais densos, mas se vocé quiser ver como sao os livros
didaticos de matematica (de livre acesso!) que falam sobre a Teoria de
Ehrhart, confira Combinatorial Reciprocity Theorems (Capitulo 1.4) ou
Computing the Continuous Discretely (Capitulo 3 e 4).
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https://drive.google.com/file/d/1ZJeOntoeSzbB5mmTUKUxaVjpCO_te_tp/view?usp=drive_link
https://matthbeck.github.io/papers/crt.pdf
https://matthbeck.github.io/papers/ccd.pdf

